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Resumo

Nesta dissertagao estudamos um algoritmo conceitual para minimizacao de uma fungao con-
vexa, nao necessariamente diferencidvel, conhecido por algoritmo de ponto prorimal. Seja
f: R"™ — R uma funcao convexa. O algoritmo de ponto proximal é um processo iterativo
que, a partir de um ponto inicial o € R", gera recursivamente uma seqiiéncia de pontos
{zr} C R” pela iteracdo: zy41 1= arg grel]%%{f(x) + Axllzr — x||*}, onde {\x} é uma seqiiéncia
de niimeros positivos.

Mostramos, primeiramente, que a funcao estritamente convexa fi(z) := f(x)+ | zp—2||?
possui um unico minimizador. Logo, o algoritmo estd bem definido. Em seguida estabele-
cemos a convergéncia do algoritmo baseados na Fejér convergéncia da seqiiéncia {zx} ao
conjunto dos minimizadores da funcao convexa f, caso ele seja nao vazio. Caso a funcao
convexa f nao possua minimizador mostramos que a seqiiéncia gerada pelo algoritmo diver-
gird.

Também estudamos o algoritmo de ponto proximal para operadores mondtonos
maximais arbitrarios, 7: R — P(R"). Mostramos que este algoritmo estd bem definido
e que, se existir T € R" tal que 0 € T'(T), a seqiiéncia gerada pelo algoritmo convergird
para uma singularidade do operador. Além disso, mostramos que o subdiferencial de uma
funcao convexa é um operador monotono maximal e assim, determinar suas singularidades

generaliza, em um certo sentido, o problema de minimizacao convexa.



Abstract

In this dissertation, we study a conceptual algorithm for minimization of the convex func-
tion, not necessarily differential, known by proximal point algorithm. Let f: R"™ — R be
a convex function. The proximal point algorithm is an iterative procedure, which starts
at a point g € R", generate recursively a sequence of points {xy} C R™ by iteration:
Tpi1 = arg grel]%%{f(x) + Mel|zr — 7))}, where {\} is a sequence of positive numbers.

We show, firstly, that the strictly convex function fi,(z) := f(z) + ||z — z||* has a
unique minimizer. Thus, the algorithm is well defined. Next we establish the convergence
of algorithm based upon the of Fejér convergence of sequence {z;} to set of minimizers of
the convex function f, case it is not empty. If the convex function f not has minimizer we
show that the sequence generate for the algorithm diverge.

We also study the proximal point algorithm for arbitrary maximal monotone operators,
T:R" — P(R™). We show that this algorthm is well defined and that, if exists T € R
such that 0 € T'(Z), the sequence generated for algorithm converge to a singularity of the
operator. In addition, we show that the subdifferential of the a convex function is a maximal
monotone operator and so, to determine its singularities generalizes, in a certain sense, the

convex minimization problem.
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CAPITULO I

Introducao

Nesta dissertacao estudaremos um algoritmo conceitual para minimizacao de uma funcao
f: R" — R convexa, nao necessariamente diferenciavel. Esse algoritmo, conhecido por
algoritmo de ponto proximal de acordo com a terminologia de Rockafellar [10], foi aplicado
pela primeira vez em otimizagao convexa por Martinet [6], na década de 70.

O algoritmo de ponto proximal é um processo iterativo para minimizar uma fungao
convexa que, a partir de um ponto inicial xy € R", gera recursivamente uma seqiiéncia de

pontos {zx} C R" pela iteragao:
Tryr = arg min{ f(x) + Al|lax — 2]},

onde {\;} é uma seqiiéncia de nuimeros positivos. A iteragdo acima foi introduzida por
Moreau [8] no ano de 1965.

Para estabelecer a convergéencia do algoritmo de ponto proximal, uma suposi¢ao usual é
a existéncia de um minimo da fungao objetivo; isto é, se existe x, € R" tal que f(z.) < f(z),
para todo = € R", entdo a seqiiéncia {x;} converge a este minimizador. Esta suposicao foi

retirada por Osman Giiller [2] em 1991, ou seja, se a fun¢ao objetivo nao possui minimizador,

9



10 CAPITULO I. INTRODUCAO

entao a seqiiéncia {zy} diverge. Em 1993, Rafael Correa e Claude Lemaréchal [1] estabele-
ceram de maneira simples e unificada a convergéncia de varios métodos de minimizacao
convexa, dentre eles, o método de ponto proximal. A andlise de convergéncia que faremos
baseia-se na nogao de Fejér convergéncia da seqiiéncia {z;} ao conjunto dos minimizadores
da funcao convexa f (veja Iusem [4]).

O algoritmo de ponto proximal também é fundamental para resolver o problema de en-
contrar singularidades de operadores mondtonos maximais. Estudaremos este importante
resultado devido a Rockafellar [11], pois o problema de encontrar pontos singulares de
operador monétono maximal generaliza o problema de minimizacao de fungoes convexas.

Com o objetivo de tornar este trabalho mais completo, destinamos o Capitulo II a uma
breve revisao de analise no R™ e o Capitulo III & um resumo dos conceitos basicos, relativos
aos conjuntos convexos e as fungdes convexas, que serao necessarios ao desenvolvimento dos
capitulos seguintes. Apesar dos conceitos de andlise convexa ja serem conhecidos, nos os
discutiremos com detalhes, principalmente para uniformizar as notagoes.

A parte central deste trabalho encontra-se nos Capitulos IV e VI. No Capitulo IV
mostraremos que o algoritmo de ponto proximal para minimizagao convexa esta bem definido
e que a seqiiéncia gerada por ele converge para um minimizador da fungao, caso exista algum.
No Capitulo V, introduziremos o conceito de operadores monoétonos em R”,
operadores mondtonos ponto-conjunto e operadores mondtonos maximais e encerraremos
o capitulo mostrando que o subdiferencial de uma funcao convexa é um operador monétono
maximal. Finalmente, no Capitulo VI estudaremos o algoritmo de ponto proximal para
operadores monétonos maximais arbitrarios, T: R” — P(R™). Mostraremos que este algo-
ritmo estd bem definido e que, se existir T € R” tal que 0 € T'(T), a seqiiéncia gerada pelo

algoritmo convergira para uma singularidade do operador.



CAPITULO II

Topologia do R": Um resumo dos

conceltos basicos

II.1 Introducao

Neste capitulo apenas enunciaremos alguns conceitos relacionados a topologia do espagco
Euclideano, os quais serao utilizados nos Capitulos III e IV. Por tratarem-se de resultados
bésicos de analise no R" as demonstracoes serao omitidas e poderao ser encontradas na

referéncia [5].

II.2 Nocgoes topoldgicas no espaco Euclideano

A bola aberta de centro a € R™ e raio r > 0 é o conjunto dos pontos x € R" cuja distancia

ao ponto a é menor do que r. Usaremos a notagdo B(a;r) para indicar esse conjunto. Assim

B(a;r)={x e R": |z —a|| < }.

11



12 CAPITULO II. TOPOLOGIA DO RYN

Definicao I1.2.1. Um conjunto X C R" diz-se limitado quando existe um nimero real ¢ > 0

tal que ||z|| < ¢ para todo z € X.

Seja X C R™. Um ponto a € X chama-se um ponto interior a X quando é centro de
alguma bola aberta contida em X, ou seja, quando existe ¢ > 0 tal que || — al| < § implica
x € X. O interior de X é o conjunto int X, formado pelos pontos interiores a X. Quando

x € int V', dizemos que o conjunto V' é uma wvizinhan¢a do ponto x.

Definigao I1.2.2. Um conjunto X C R" chama-se aberto quando todos os seus pontos sao

interiores, isto é, quando para cada z € X existe § > 0 tal que B(z;0) C X.

Definicao I1.2.3. Seja X C R”. Um ponto a € R" chama-se ponto de acumula¢ao do
conjunto X quando toda bola aberta de centro a contém algum ponto de X, diferente do

ponto a. Noutros termos, para todo € > 0, deve existir x € X tal que 0 < ||z — al| < e.

Diz-se que um ponto x é um ponto de aderéncia de um conjunto X C R", se qualquer
vizinhanga de x contém algum elemento de X. Isso significa que = pode ser um elemento
de X ou nao, mas se nao for certamente sera ponto de acumulacao de X. O conjunto dos

pontos aderentes a X chama-se o fecho de X.

Definicao I1.2.4. Um conjunto X C R" chama-se fechado quando contém todos os seus

pontos de aderéncia.
O teorema a seguir caracteriza os conjuntos fechados.
Teorema I1.2.5. Um conjunto é fechado se, e somente se, seu complementar é aberto.

Definicao I1.2.6. Diremos que um conjunto K C R™ é compacto quando ele for fechado e

limitado.
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II.3 Seqiiéncias no espaco Euclideano

Uma seqiiéncia em R™ é uma funcao z: N — R" definida no conjunto N dos ntumeros
naturais. O valor que essa funcao assume no nimero k é indicado com xp e chama-se o
k-ésimo termo da seqiiéncia. Usaremos a notacao {z} para indicar a seqiiéncia cujo k-ésimo
termo é z;, € R™. Uma subseqiéncia de {xy} é a restricdo da seqiiéncia a um subconjunto
infinito N’ = {k; < ky < ... < k; < ...} C N. Indicaremos uma subseqiiéncia pela notacao
{xk?j}'

Diz-se que a seqiiéncia {xy} é limitada quando o conjunto dos seus termos é limitado em
R™, ou seja, quando existe um nimero real ¢ > 0 tal que ||xx|| < ¢ para todo k € N.

Uma seqiiéncia {zy} de nimeros reais chama-se mondtona nao-decrescente quando se tem
i < xpy1 para todo k € N e chama-se mondtona nao-crescente quando se tem xp, 1 < xp
para todo k € N.

Quando existe o limite a = kEI:Iklooxk’ diz-se que a seqiiéncia {z}} é convergente.

Os teoremas enunciados a seguir tém papéis importantes na demonstragao da convergéncia
do algoritmo de ponto proximal para fungoes convexas. Tratam-se de resultados classicos de

analise no R", por isso as demonstragoes serao omitidas.

Teorema I1.3.1. Dados X C R™ e a € R", as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
(i) a € ponto de acumulagdo de X;
(ii) Eziste uma seqiiéncia de pontos x, € X, com lim zp =a e xy # a para todo k € N;

k——4o00

(#ii) Toda bola aberta de centro a contém uma infinidade de pontos de X.

Teorema 11.3.2. (Bolzano-Weierstrass) Toda seqiéncia limitada em R"™ possui uma

subseqiiéncia convergente.

Teorema 11.3.3. Toda sequiéncia mondtona limitada é convergente.
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Teorema 11.3.4. Toda subseqiiéncia de uma sequéncia convergente converge para o mesmo

limite da sequéncia.

II.4 Funcoes continuas

A propriedade de continuidade das fungoes convexas permitird, dentre outros resultados,
mostrar a boa definicao do algoritmo de ponto proximal. Enunciaremos nesta secao os prin-

cipais teoremas que serao utilizados no Capitulo IV.

Seja f: X — R uma funcao definida no conjunto X C R". Diz-se que f é continua no
ponto a € X quando, para qualquer € > 0 dado, pode-se obter § > 0 tal que ||z —a| < §
implica |f(z) — f(a)] < e. Se f: X — R é continua em todos os pontos do conjunto X,
diz-se simplesmente que f é uma funcao continua.

Dado X C R”, uma funcao f: X — R diz-se Lipschitziana quando existe L > 0

(constante de Lipschitz de f) tal que, para quaisquer z,y € X, tem-se

[f(z) = f(y)l < Lllz = yl|

€
Toda funcao Lipschitziana é continua: dado € > 0, basta tomar § = T Entao ||z —al < 6

implica | () = f(a)] < Lljr = a| < L~

=€
Definicao I1.4.1. Diz-se que uma funcao f: R” — R é localmente lipschitziana quando,
para todo xy € R", existem L,, >0 e d > 0, tais que |f(z) — f(y)| < Ly, ||z — y||, para todo

x,y € B(xg;0).

Teorema 11.4.2. Seja f: X — R" uma funcao definida no subconjunto X C R™.
f € continua no ponto a € X se, e somente se, para toda seqiiéncia de pontos xp € X

com kEIJPOO x = a, tem-se kEToo f(zx) = f(a).
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Teorema 11.4.3. (Weierstrass) Seja f: K — R wuma fungdo continua, definida num
conjunto compacto K C R™. Entao f atinge seu mdximo e seu minimo em K; isto ¢€,

existem pontos xo,r1 € K tais que f(xo) < f(x) < f(x1) para qualquer xz € K.

Teorema 11.4.4. (Teorema do Valor Médio) Seja f: R™ — R diferencidvel. Dados

x, y € R", existe um ponto & no segmento ligando x a y tal que

o) - 1) = Y- 5

i=1

(&).(y — z)s, (I1.4.1)

onde (y — x); € a i-ésima componente do vetor (y — x) € R™.

Podemos escrever a equacao (I1.4.1) na forma

fly) = f(z) =(V[(&),y—z).
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CAPITULO III

Analise convexa: Um resumo dos

conceltos basicos

II1.1 Introducao

Destinamos este capitulo a um estudo dos conceitos relacionados aos conjuntos convexos e
as funcoes convexas em R", os quais utilizaremos no restante desta dissertacao. Para uni-
formizar as notagoes e tornar este trabalho “autocontido”, demostraremos a grande maioria
dos resultados. As definig¢oes e os teoremas enunciados no capitulo anterior, juntamente com
os resultados apresentados aqui, sao o instrumental necessario para o desenvolvimento do
algoritmo de ponto proximal que sera introduzido no Capitulo IV. Os resultados de analise

convexa em R™ utilizados nesta se¢do encontram-se em [3], [10] e [12].

17
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I1I.2 Conjuntos convexos

Definicao II1.2.1. Um conjunto C' C R™ é dito convezo se ax + (1 — o)z’ pertence a C,
sempre que x e x’ pertencem a C, e « € [0, 1].
Geometricamente, esta definicao nos diz que o segmento de reta
2,2 ={az+(1—a)r: 0<a <1}
estd inteiramente contido em C, sempre que os pontos extremos x e =’ estao em C.
Definicao II1.2.2. Dada f: R" — R, o epigrafico de f é o conjunto nao vazio
epi f:={(z,r) e R"" xR :r > f(x)}.

O epigrafico de uma fungao linear é caracterizado por um vetor s € R”, e tem a forma
{(z,r) e R" xR : (s,2)—r < 0}. Assim, o epigréfico de fungoes afins, sdo convenientemente

escritos em termos de algum zy € R™:

{(@,r) s = flwo) + (8,2 = wo) } = {(2,7) : (s,2) =7 < (8,20) = f(20)}.

As funcoes afins possuem papel importante no contexto da analise convexa estudada aqui.
Mostraremos no Teorema I11.3.4 que se f é uma fun¢ao convexa entao f ¢ minorizada por
alguma funcao afim. A definicao de hiperplano suporte e um breve estudo sobre projecao

auxiliarao na demonstracao do teorema citado acima.

Definigao II1.2.3. (Hiperplano Suporte) Dado um conjunto C' C R™ com fronteira 9C' # ()
e um ponto = € JC, considere o hiperplano afim Hy, = {y € R" : (s,y) =r} paras € R" e

r € R. Dizemos que H,, ¢é suporte ao conjunto C' em z se vale a desigualdade:
(s,z) <,

para todo x € C' e, além disso, © € Hy,.
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Seja C' # () um conjunto convexo fechado em R". Para x € R" fixado, consideremos o

seguinte problema:

inf{|ly —z||*:y € C}. (II1.2.1)

Dado ¢ € C, tome um conjunto de sub-nivel S := {y € R" : ||y — z|| < ||c — z||}. Entéo

(IT1.2.1) é equivalente a
inf{|ly — zf| : y € C N S},

o qual possui uma solugdo, pois y — ||y — z|| é continua, S é compacto e C'N S é compacto.
Portanto, deduzimos a ezisténcia de um ponto em C' que minimiza a distancia a = e desta
forma (I11.2.1) é de fato um minimo. Veremos que existe um tnico ponto que minimiza a

distancia de z ao convexo C.

Teorema I11.2.4. Seja x € R™. Se, para algum y, € C tem-se ||y, — z|| < ||y — z||, para

todo y € C, entao

(T = Yoy — ) <0, (111.2.2)

para todo y € C.

Demonstragao. Tome y arbitrdario em C, de modo que y, + a(y — y,) € C, para todo

a €]0, 1[. Entao podemos escrever

ny - xHZ < Hym + O‘(?/ - yx) - xHZ

= H(ym - SL’) + a(y - ym)H2

= Hyr - SL’H2 + 2a<ym — T,y — ym) + O‘2Hy - y:vH2'
Esta desigualdade implica que

1
0 < a<yx -,y — ya:> + §a2||y - ya&HQ
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Dividindo por a > 0 e fazendo « | 0 obtemos

(T — Yo,y — Yo) < 0. O

Teorema II1.2.5. Existe um tunico ponto y, € C tal que ||y, — x| < |ly — ||, para todo
yeC.

Demonstragao. Suponha que y, € C satisfaca (z — y,,y — v, ) <0, para todo y € C. Se

x € C, entao o resultado vale. Se nao, escreva para um arbitrario y € C'

0>(2 = Yo, ¥ — Ya)
= (T —Yp,y—T+x—Ys)
=l — yl* + (z — Yo,y — )

> [lye — 21 = llye — 2[llly — 2,

onde a desigualdade de Cauchy-Schwarz foi utilizada. Dividindo por ||y, — z|| > 0, obtemos

ly: — x| < |ly — x||. Agora, suponhamos que existam y, € C e y. € C tais que
lye — 2l < lly ==l e |y, —=ll < lly — =,
para todo y € C'. Em particular, valem as desigualdades
(T = Yo ¥ —¥2) <0 € (T — 4% — o) <O,

e somando-as obtemos
(Yo = Yor Y — Yo ) < 0.

Logo, y!. = y,. Portanto tal ponto y, é unico. O

Denotemos por pc(z) o tnico ponto dado pelo teorema anterior, que é chamado de

projecao de x sobre o convexo C'.
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Teorema II1.2.6. Seja C C R™ um conjunto ndo vazio convexo fechado, e seja v ¢ C.

Entao existe s € R tal que
(s,x) >sup{(s,y): ye C}. (I11.2.3)
Demonstragao. Seja s :=x — po(x) # 0. Escrevemos (I11.2.2) como
0> (s,y—x+s)=(sy)—(s,2)+s]

Assim,
(s,2) = [Is]* = (s,9),

para todo y € C. Segue da ultima desigualdade que s = x — p¢(x) satisfaz (I11.2.3). O

Lema II1.2.7. Seja x € 9C, onde C' # 0 € convexo em R™ (naturalmente C' # R"). Entao

existe um hiperplano suporte a C' em x.

Demonstracao. Como C, o fecho de C' e seus complementos possuem a mesma fronteira,

uma seqiiéncia {x;} pode ser encontrada tal que z; nao pertenca ao fecho de C, para

kE=1,2,...e klim x, = x. Para cada k temos, pelo Teorema II11.2.6, algum s;, com |[|sx|| =1
——+00

tal que (s, zr —y) > 0, para todo y pertencente a C'. Extraindo uma subseqiiéncia, se

necessario, temos que s, — s (observe que s # 0) e passando ao limite obtemos
(s,z—y) >0,

para todo y € C. Tomando r = (s, x) o hiperplano Hy, = {y € R"; (s,y) = r} é suporte a
C em z. 0

Na préxima secao, faremos um estudo detalhado dos resultados de fungoes convexas que

utilizaremos adiante.
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III.3 Funcoes convexas

Uma importante classe de funcoes, no contexto da analise real, é a classe das funcoes con-
vexas. A nocao de convexidade ocupa posicao de destaque no estudo da teoria de otimizacao.
A atratividade da convexidade para resolver problemas de minimizacao reside no fato de que
a determinagao de um minimo local de uma fun¢ao convexa implica na determinac¢ao de um
minimo global dessa funcao. Além disso, a estrita convexidade de uma funcao definida num
conjunto compacto permitirda escrevermos de maneira tinica a iteracao de ponto proximal

que sera estudada no capitulo seguinte.

Definigao II1.3.1. Seja C' C R™ um conjunto convexo nao vazio. Uma funcao f: C' — R é

dita conveza sobre C' quando, para todo par (z,2') € C' x C e todo « €]0, 1], vale
flaz+ (1 —a)r) < af(zx)+ (1 —a)f(2). (I1.3.1)

Dizemos que f é estritamente convexa sobre C' quando (I11.3.1) vale como uma desigualdade

estrita se x # x'.

Exemplo IT1.3.2. A fungao h(z) = M\g|lzx — z||?, \x > 0, é estritamente convexa, para todo

k> 0.

Proposicao II1.3.3. Se f: R" — R € uma funcao convera e h: R® — R € uma funcao

estritamente conveza, entao f + h: R™ — R € uma func¢ao estritamente convexa.
Demonstracao. Se 2’ e 2’ pertencem a R" ¢ 0 < o < 1, vale:

flaa’ +[1 = afa") < af(z') +[1 - o] f(a") e

h(ax’ 4+ [1 — az”) < ah(z’) + [1 — a]h(z").
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Logo,

(f + h)(az’ + [1 — alz") = flaz’ + [1 — ala") + h(az’ + [1 — alz")
<af(@)+[1—alf(z") + h(az’ + [1 — a]z")
<af(d)+[1—alf(2") + ah(a’) + [1 — a]h(2")
= a(f +h)(2) + [1 = a(f + h)(@").

Assim, (f + h) é estritamente convexa em R™. 0O

E facil verificar que o epigrafico de uma funcao convexa f: R"™ — R é um conjunto
convexo. Este fato, juntamente com os resultados obtidos na se¢ao anterior, serd importante

na demonstracao do proximo teorema: a existéncia de uma fun¢ao afim minorando f.

Teorema I11.3.4. Seja f: R" — R uma funcao convera. Para todo x € R", existe
s = s(x) € R tal que

fy) = flx) + (s,y — x),
para todo y € R™.
Demonstragao. Sabemos que epi f = {(z,7) € R* x R : r > f(x)} é um subconjunto
convexo fechado de R” x R. Dado x € R* e (z, f(z)) € J(epi f), podemos tomar, pelo

Lema II1.2.7, um hiperplano suporte ao epi f em (z, f(z)). Usando (II1.2.3), existem s € R™

e a € R, ambos nao nulos, tais que
(s,y) +ar < {(s,x)+af(x), (I11.3.2)
para todo (y,7) € R" xR. Escolhar € Red > 0, tais que f(x+4ds) < r. Assim, de (I11.3.2),
temos
0> (s,0s) +a(f(z+0s) — f(x)),
0 <dlls* < alf(x) = f(z + ds)).
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Isto mostra que a # 0 (sendo s também seria igual a zero). Sem perda de generalidade,

podemos assumir v = —1 e, retornando a inequagao (I11.3.2), obtemos

(s,y) —r < (s,2) = f(z) & [(y) = [(x) + (s,y — ),

que da a funcao afim procurada. O

Como nosso objetivo é resolver um problema de minimizacao convexa, formalizaremos a
definicao de minimo de uma funcao e demonstraremos os resultados que serao necessarios

na prova de convergéncia do algoritmo.

Definicao II1.3.5. Seja f: R” — R uma funcao qualquer. Um ponto z, € R" é:
(1) um minimo local de f se existe r > 0 tal que: ||z — z.|| < r implica f(x,) < f(x), para
todo x € B(zy;T).

(73) um minimo global de f se f(z.) < f(x), para todo x € R".

Proposicao 111.3.6. Sejam f: R"™ — R uma func¢ao convexa e x, um minimo local de f em

R"™. Entao x, ¢ minimo global de f em R™.

Demonstracao. Suponhamos que f admita um minimo local z, que nao é minimo global.
Sendo z, um minimo local, existe r > 0 tal que f(x.) < f(z), para todo x € B(x.;r).
Como z, nao é minimo global, existe z € R"™ tal que f(z) < f(z.). Sendo R"™ convexo,
(A, + (1 — N)z) € R, para todo A €]0,1[. Escolha \ suficientemente préximo da unidade
tal que (Az. + (1 —\)z) € B(xz,;r). Pela convexidade de f, temos

Oz A+ (1= X)z2) S Af(z) + (1= A)f(2) < f2),

pois f(z) < f(z.). Mas, pela construcdo, (Az. + (1 — A)z) estd na bola B(z,;r). Logo
f(zy) < f(Aze + (1 — N)z), uma contradigdo. Portanto, z, é um minimo global de f em

R™. 0
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A seguir definiremos coercividade de uma funcao continua f: R® — R. Uma implicacao
particular desta defini¢ao é o Teorema II1.3.8: se uma funcao continua f possui a propriedade
de coercividade entao f possui pelo menos um minimo global. Este teorema serd importante

para a boa definicao do algoritmo de ponto proximal para fungoes convexas.

Definicao II1.3.7. Seja f: R” — R uma funcao continua. Diz-se que f é I-coerciva se

m = 400
lzl|—+o0 |||

A definicao acima diz que f tende ao infinito mais rapido do que qualquer funcao afim.

Teorema II1.3.8. Seja f: R” — R uma fun¢ao continua. Se f € 1-coerciva, entao f possui

pelo menos um minimo global.

Demonstracao. Por hipotese | l}im J|C’ (5"")
T||—+oco ||T
()

]
||| > r implica que

= 400 . Isto significa que se ||z|| é grande,

também o é. Conseqiientemente, dado M > 0 existe um nimero r > 0 tal que

% > M o f(e) > Ml > Mr.

Seja B(0;7) o conjunto {z : ||z]| < r}. A funcdo f é continua em cada ponto do conjunto
B(0;7), e este conjunto é fechado e limitado. Pelo Teorema de Weierstrass, segue que f
atinge um valor minimo sobre B(0;7) num ponto x, € B(0;7); ou seja, x € B(0;r) implica
f(z,) < f(z). Em particular, como 0 € B(0;7), vemos que f(x.) < f(0). Por outro lado,
se z ¢ B(0;7), entdo f(z) > f(0) > f(z.). Resumindo, vemos que z € B(0;r) implica
f(z) > f(z.) e z ¢ B(0;r) implica f(x) > f(x.). Isto mostra que z, é um minimo global

de f. O
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Teorema II1.3.9. Seja f: R™ — R uma fungao convexa. Entao, para toda colecao de pontos

{1, 29, ..., 2} em R"™ e toda cole¢ao {aq, ag, ...,ar} em R™ satisfazendo
k
a; >0 para 1=1,2,....k e Zai =1,
i=1

vale a desigualdade de Jensen

ZOZ% Szk:

Demonstragao. Considere primeiro k = 2. A relagao é trivial se a; ou a sdo zero. Caso
contrério, a convexidade da fungao f resulta em f(ayzy + aors) < aqf(z1) + aof(z2). Ou

2 2
seja, f(O- ;) < > a;f(x;). Agora, suponha indutivamente que a relagao é verdadeira
= i=1

para k — 1 e considere as colegoes {x;} e {a;}, com o; > 0 para i =1,2,....ke Y a; = 1.
i=1

, ~ ; ~ — — Q;
Se ap é 0 ou 1, entdao nada ha para provar. Se nao, fixe @ := > «; e @; := — para
- o)

k-1
i=1,...,k—1. Observe que o, = 1 —@ €J0,1[, @; > 0e > @ = 1. Assim,
i=1

O ponto T := Y @;x; da ttima relagdo acima pertence a R". Usando a convexidade de f e

aplicando a hipdtese de indugao para T, temos f(az + (1 —a)xy) < af(Z) + (1 — @) f(z).

Ou seja,

Zaw, <ozfz x;) + apf(zr) Zawl + oy f(xy)

S f(xl> + akf xk Z az xl U
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Definicao I11.3.10. Diz-se que uma funcao f: R™ — R é localmente limitada quando para

todo xo € R" existem ¢ > 0 e § > 0, tais que |f(z)| < ¢, para todo x € B(x; ).
Teorema II1.3.11. Se f: R" — R € convexa, entao f € localmente limitada.

Demonstracao. Dado 5 € R”, tome um “cubo” C' em R", de vértices x1,xs,..., Tm
(m = 2") e com centro em xy. Como o “cubo” C' é um conjunto convexo em R"™, para

todo ponto x € C, podemos encontrar escalares Ai, g, ..., A, tais que

SU:i)\zl’i, com A\ >0 e i)\izl.
i=1 i=1

Sendo f uma funcao convexa vale a desigualdade de Jensen:

1<i<n

flz) < Z)\ flz;) < max f(z;) == ¢é.

Assim, f é limitada superiormente. Por outro lado, para qualquer x € C, podemos escolher
1 1 1 1
y € C, tal que z¢g = 5% + Y Entao f(xg) < éf(x) + af(y) Mas isso implica
1 -
Fla) 2 2[f(w0) — 5 £ (w)] > 2 (w0) ~ &

Logo f é também limitada inferiormente em C'. Portanto, f é localmente limitada. O

Teorema II1.3.12. Seja f: R" — R uma func¢do convezra e suponha ezistirem xq,6 > 0,m

e M, tais que m < f(x) < M, para todo x € B(xo;20). Entdao f € lipschitziana em B(xg;d).

Demonstragao. Para os pontos y e y' pertencentes a B(xzg;0), com y # v, tome

Yy -y

y' =y +o——— € B(x0;29).
ly" =yl
Observe que 3’ pertence ao segmento [y, y"], isto é, y' = M " U
5+ v -yl 5+ v — vl
Aplicando a convexidade de f, obtemos
Hyl — y” " 0
W)€ W) + ——— W)
5+ [ly" —yl o+ lly" =yl
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Subtraindo f(y) de ambos os lados da desigualdade, resulta

N ly' = yll " Y 3 _ vy =yl "
)= fly) < —5+Hy,_y”f(y )+(5+Ily’—yll 1) f(y) 5+Hy,_yn[f(y ) = f(y))-

Como m < f(¥') < M em < f(y) < M, temos que f(y") < M e —f(y) < —m.
Dai

6+ Iy —yll o
Assim,
y—y
76— 1) < W iag o)
Como y e y' sdo quaisquer obtemos a desigualdade anédloga trocando y por y'. Portanto,
M —-m
W) = F W)l < =5y =yl O
Corolario III.3.13. Se f: R®™ — R ¢ uma funcao convexa, entdo f ¢ localmente
lipschitziana.
Demonstragao. Aplicacao imediata dos teoremas I11.3.11 e 111.3.12. U

Teorema II1.3.14. Se f: R" — R € conveza, entao f é continua.

Demonstracao. Dado z, € R", existem, pelo Corolario I11.3.13, ¢,, > 0 e L,, > 0,
tais que para todo z,y € B(xg;0,,) implica |f(x) — f(y)| < Ly llz — y||. Dado € > 0,
€

7 , 0o +- Logo, para todo x € B(xp;d) C B(xg;dy,), temos
zo

tome 0 = min{

|f(z) = f(zo)| < Lay|lz — wol| < L

Portanto, f é continua. O

Neste trabalho a funcao objetivo f: R” — R nao é necessariamente diferenciavel. Mas,
sendo uma funcao convexa, f é “subdiferencidvel”. Dado x € R", o conjunto de todos os
vetores s € R"™ satisfazendo (I11.3.4) ou (II1.3.5) é chamado o subdiferencial de f em x e

denotado por df (). As definigdes a seguir conduzem a duas interpretagoes do subdiferencial.
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Definicao II1.3.15. Seja S um conjunto nao vazio em R". A funcao
os: R" — R
xr+— og(z) :==sup{(s,xz):s€ S}
¢ chamada funcao suporte de S.

Definigao I11.3.16. A derivada direcional de f em x na diregao d é

Fody ot L1~ F)

t10 t

Quando f é uma funcao convexa a igualdade acima pode ser substituida por

Flod) — it T 1)~ F (@)

t>0 t

(111.3.3)

Definigao I11.3.17. (Subdiferencial I) O subdiferencial Of(x) de f em x é o conjunto cuja

fungao suporte é f'(x,.), isto é,
Of(x) :={s € R": (s,d) < f'(z,d) para todo d € R"}. (I11.3.4)

Nesta definicao de subdiferencial esta envolvido o calculo da derivada direcional e deter-

minacao de uma funcao suporte. E possivel dar uma definicao mais direta:

Definicao I11.3.18. (Subdiferencial IT) O subdiferencial de f em x é o conjunto dos vetores

s € R" satisfazendo
fy) > f(x) + (s,y — ), (I11.3.5)

para todo y € R™.

Um vetor s € R” satisfazendo (II1.3.4) ou (II1.3.5) é dito um subgradiente de f no

ponto z. A multifungao Of:  — 0f(x) é chamada o subdiferencial de f.
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Teorema I11.3.19. As defini¢oes I11.3.17 e 111.3.18 sao equivalentes.
Demonstracao. Seja s satisfazendo (I11.3.4), isto é
(s,d) < f'(z,d), (I11.3.6)

para todo d € R". A equagao (I11.3.3) é equivalente a

[z +td) — f(2)
; ,

(s,d) < (IIL3.7)

para todo d € R" e t > 0. Quando d percorre R" e t percorre R, y := x + td percorre R" e

entdo vemos que (I11.3.7) é exatamente (II1.3.5). O

Proposicao II1.3.20. Seja f: R™ — R uma fun¢do convexa. O conjunto Of (x) € nao vazio,

convexo e compacto, para todo r € R™.

Demonstracao. Seja * € R”. Juntando os resultados do Teorema II1.3.4 e da
Definigao I11.3.18 segue imediatamente que 0f (x) # 0. Agora, sejam s, w € df(x) et € [0, 1].
Mostraremos que (1 — t)s + tw € Jf(z). Novamente, pela Definigao I11.3.18, valem as

desigualdades

fl@)+(s,y—z) < fy) e flo)+{wy—z)<[fy),
para todo y € R™. Logo,

@)+ (L=t)s+twy—a)=flx)+ (1 =t)(s,y —x) + {w,y —x)
= fl@) =tf(z) +tf(x) + (A =t)(s,y =) + {w,y —x)
= (1 =8)[f(@) + (s,y — )] + t[f(2) + (w,y — )]
<@ =0)f(y)+tf(y)

f().
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Portanto, 0f(x) é convexo. Para a ultima afirmagao do teorema mostraremos que 0f(z) é
fechado e limitado. Seja {sx} uma seqiiéncia em df(x) convergindo para s € R™. Para todo

k € N, temos

f) > f(xe) + (sk,y — 1),

para todo y € R™. Passando ao limite quando k tende a +oo e usando a continuidade de f

e do produto escalar, obtemos

fy) > f(x) + (s,y — ),

para todo y € R". Logo s € df(x), o que significa que df(x) é fechado. Para finalizar,

s

dado s € 0f(z), s # 0, tomemos ¢ > 0 arbitrariamente pequeno de modo que y = = + 5W
s

pertenca ao conjunto compacto B(z;4). Sendo f convexa, para todo y € B(x;J), existe uma

constante de Lipschitz L > 0 tal que f(y) — f(z) < L|ly — z||. Ou seja,

fly) = f(x) < L., (I11.3.8)

para todo y € B(z;d). Por outro lado, pela convexidade de f, f(y) > f(x) + (s,y — ),

para todo y € R™. Substituindo pelo y dado acima obtemos f(y) > f(x) + (s, 5ﬁ), 0 que
s

implica

fy) = f(x) + || (I1.3.9)

Juntando (II1.3.8) e (II1.3.9) obtemos d||s|| < f(y) — f(x) < L.6 o que resulta [|s|]| < L.
Assim, 0f(z) ¢é limitado. Portanto df(x) é compacto. O

Se uma fungao f é diferencidvel em z, entdo o conjunto Jf(z) reduz-se ao gradiente
Vf(x). O préximo teorema serd utilizado na demonstracao da Proposi¢ao V.2.2 no

Capitulo V.
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Teorema II1.3.21. Seja f: R — R wma funcao diferencidvel. Entao f é convexa se, e

somente se,

fly) = f@) + (Vf(x),y — ) (I1.3.10)

para todo x e todo y em R™.

Demonstragao. Seja f uma fun¢ao convexa; para (z,y) € R® x R" e a €]0, 1] arbitrério

temos, da definicao de convexidade:

flay+ (1 —a)r) = f(z) < o[f(y) — f(2)].

Observando que ay + (1 — @)z = = + a(y — z), dividindo por « e fazendo « | 0, o lado
direito da igualdade acima tende a (V f(z),y —2). Logo (II1.3.10) estd verificada. Recipro-
camente, tome z; e xo em R", a €]0, 1] e defina = := az; + (1 — a)z2 € R™. Por hipdtese,

f(z;) > f(x) +(Vf(z),z; —x), para i = 1,2. Usando combinacdo convexa, obtemos
af(@) + (1= a)f(22) > f(z) + (VS (@), am + (1 — a)r, — z),
o qual, ap6s simplificagdo, resulta em af (1) + (1 — ) f(z2) > flaz; + (1 — a)xs). O

O proximo resultado é elementar. Combinando-o com o Teorema I11.3.26 poderemos, no

capitulo seguinte, caracterizar a seqiiéncia gerada pelo algoritmo de ponto proximal.

Teorema 111.3.22. Seja f: R® — R uma funcgao convera. O ponto x, € R™ é um minimo

de f, isto é, f(x.) < f(x) para todo x € R™ se, e somente se 0 € Of ().

Demonstragao. A equivaléncia segue imediatamente da inequagao (I11.3.5), pois:

f(@) = f(z.) & f(2) = f(2.) + (0,2 — )

para todo x € R". O
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Proposicao I11.3.23. Seja f: R® — R uma fun¢ao convexa. O conjunto dos minimizadores

de f é convexo.

Demonstracao. Seja U* o conjunto dos minimizadores da funcao convexa f. Dados
x1, T2 € U, temos f(x1) = f(x2). Para a € [0, 1], queremos mostrar que x = ax;+ (1 —a)xy

também é um minimizador de f. Pela convexidade de f temos

f(r) = flax; + (1 —a)zy) < af(r) + (1 — ) f(z2) = f(z1).

Mas isto deve valer como igualdade, ou x; e x5 nao seriam minimizadores de f. Logo, x € U*.

Portanto, U* é um conjunto convexo. O

Proposicao 111.3.24. Se f: K — R € estritamente convera sobre o conjunto compacto

K C R"”, entao f possui um unico minimizador.

Demonstracao. Como f esta definida sobre um conjunto compacto K C R", pelo Teorema
de Weierstrass, f atinge seu minimo. Suponhamos, por absurdo, que z, € K, z,, € K
e T, # T.. sejam minimizadores da fungao estritamente convexa f. Sejam s € Of(z..) e

s' € 0f(x,), entao:

f(@) > () + (8,20 —200) €

f(@) > f(2) + (8, Taw — ).

Mas, pelo Teorema I11.3.22, para s = s’ = 0, obtemos

f(e) > [(@e) € flaw) > f(w).
Portanto, f possui um tnico minimizador. O

Tomando f: R™ — R estritamente convexa, se o conjunto U* dos minimizadores de f é

nao vazio, entao f possui um unico minimizador.



34 CAPITULO III. ANALISE CONVEXA

Proposicao I11.3.25. Sejam f e g funcoes converas de R™ em R e 0p; e 09y as funcoes
suportes dos conjuntos convexos fechados Of e Og. Entao oaf + 0y € a funcdo suporte de

of + dg.

Demonstragao. Chamemos 0h o conjunto fechado 0f + dg. Pela Definicao II1.3.15 de
funcao suporte:

oon(d) = sup{(s1 + s9,d) : s1 €If e sy € g}.

Na expressao acima, s, e sp percorrem de forma independente os conjuntos df e dg, respec-

tivamente. Assim,

oon(d) = sup(s,d) + sup(s,d). O
seof s€g
Teorema II1.3.26. Sejam [ e g funcoes converas de R"™ em R. Entao

I(f +g)(x) =0f(z) + dg(x), para todo x € R".

Demonstragao. Pela Proposigao I11.3.25 temos que df(x) + dg(x) é um conjunto convexo

compacto cuja fungao suporte é
fl@,)+d(,.)

Por outro lado, a funcao suporte de O(f + g)(z) é, pela definigdo de derivada direcional,

(f+9)(x,.)

que, de um calculo elementar, é justamente f’(x,.) + ¢'(z,.). Portanto, os dois conjuntos
convexos e compactos O(f + g)(x) e 0f(x) + Og(x) coincidem, pois tém a mesma funcao

suporte. m

No Capitulo VI desenvolveremos o algoritmo de ponto proximal para operadores moné-
tonos maximais arbitrarios, 7: R — P(R"). Um problema fundamental é determinar um

elemento z € R™ tal que 0 € T(z). Agora, se T' é o subdiferencial f de uma funcao
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convexa f: R"™ — R, entdo T" é mon6tono maximal, e a relagao 0 € T'(z) quer dizer que z
é um minimizador de f, como ja vimos no Teorema II1.3.22. Neste sentido, o problema de
encontrar uma singularidade de um operador mondtono maximal generaliza o problema de
minimizar uma funcao convexa. Para demonstramos que o operador df é monétono maximal,

faz-se necessario algumas defini¢oes, e comecaremos por definir convexidade préopria.

Definicao II1.3.27. A funcao f: R” — RU {400}, ndo identicamente 400, é dita conveza

quando, para todo (z,z') € R" x R" e todo « €]0, 1], vale
flox + (1 = a)r’) < af(z) + (1 —a)f(2'),
considerada como uma desigualdade em R U {4o00}.

Para compreender a definicao acima lembremo-nos da Definicao I11.3.1: uma funcao
f: C — R, é dita convezra sobre o conjunto convexo ) # C' C R™ quando, para todo par

(x,2') € C x C e todo a €]0, 1], vale
flaz+ (1 —a)r') < af(z) + (1 —a) f(2).
Entao estendemos a funcao f, fazendo
f(z) := o0,

para x ¢ C. Assim, obtemos uma nova funcao f, que chamaremos de fungdo convexa

Propria.

Definicao II1.3.28. Seja f: R” — R U {+o00} uma fungao convexa, f £+ co. A funcao
f*: R" - RU {400} definida por:
F(s) = sup {{z,5) = f(2)},
rzeR?

para todo s € R", é dita a conjugada da funcao f.



36 CAPITULO III. ANALISE CONVEXA

Exemplo I11.3.29. Dada a funcao convexa f(z) = ||z||, encontremos sua func¢ao conjugada.
Calculando o subdiferencial de f obtemos: df(z) = {1}, se z > 0, df(x) =[-1,1],se . =0
e 0f(z) = {—1}, se z < 0. Pela definigdo de conjugada, para todo s € df(z), f*(s) é o
sup{(s,z)—f(x)}, z € R". Logo, f*(s) = sup{(s—1)x},sex > 0e f*(s) = sup{(s+1)z},
se x < 0. Portanto, e e

+oo, se ||s]| >1

f(s) =

0, se ||s]| <1

Observagao II1.3.30. Seja f: R" — R U {+o0}. Para cada x € R" e cada s € R, vale,

pela Definicao I11.3.28, que f*(s) > (z,s) — f(x); isto é,

f(@)+ [ (s) = (x,5),

sempre que o lado esquerdo da desigualdade estiver definido. Esta é chamada a desigualdade

de Fenchel.

Teorema III.3.31. Sejam f: R" — R U {+o0} conveza, f £+ oo, e x € R". Entao
s € 0f(x) se, e somente se, f*(s) = (x,s) — f(x).

Demonstragao. Seja s um subgradiente de f em x. Entao, f(y) > f(z) + (s,y — x),
para todo y € R". Mas isso equivale a (y,s) — f(y) < (x,s) — f(z), para todo y € R™.
Como f*(s) = ;élﬂgl{@’ﬂ — [} < (z.s) = f(z), obtemos que f*(s) = (z,s) — f(x).
Reciprocamente, se f*(s) = sup{(y,s)— f(y)} = (z,s) — f(z), entdo f*(s) < +oo. Ou seja
(2.5) — f(z) > {49.5) — (4} para todo y € R". Logo, f(y) > f(x) + (y — z.5), para todo
y € R™. Portanto, s € df(x). O

Observe que este teorema revela que se f: R" — R é uma funcdo convexa e s € df(x),

para algum z € R™, entdao f*(s) < +o0.
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Teorema I11.3.32. Seja f: R" — R U {400} uma fungao conveza, f £+ oco. A conjugada

f*:R" - RU {400} é uma fungio convezxa.

Demonstracao. Dados s e ' € R", consideremos dois casos. Primeiro, s, s’ € R" tais que

f*(s) < +oo e f*(s') < +o00. Parat € [0,1],

flA=t)s + 5] = sup{(1 = 1) (s, 2) + 1(s', 2) = f(2)}

TER™?

— sup{(1 = #){s,a) — (1 — ) f(x)} +sup{t(s, x) — £ (x)}
< (L= 0)f*(s) + tf*(s).

Logo, neste caso, f* é convexa. Agora consideremos s, s’ € R™ tais que f*(s) = 400 ou
f*(s') = +o00. Trivialmente temos: f*[(1 —1t)s+ts'] < (1 —1t)f*(s)+tf*(s’). Portanto, f* é

uma fungao convexa. U

Definicao I11.3.33. Seja f: R — R U {+00} uma fungao convexa. Dizemos que a funcao

f*:R" - RU {400} é a fungao conjugada (f*)* da conjugada de f.

Lema II1.3.34. Seja f: R — R U {+00} uma func¢ao convera. Entio f** € o supremo do

conjunto de todas as funcoes afins que minoram f.

Demonstracao. Seja A o conjunto de todas as fungoes afins que minoram f e considere

F =sup{g: g € A}. Para cada s € R", a fungao

g(x) = (z,5) = [*(s),

¢ uma funcao afim. Da Observacao I11.3.30 segue que ¢g é uma minorante de f. Logo g € A.

Dai
™ (x) = sup{(z,s) — f*(s)} < F(x), (I11.3.11)

seR”
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para todo x € R". Se h € A, entao h é da forma h(z) = (x,s) —a,onde se R" ea € R, o

que implica que, para todo = € R", (z,s) — a < f(z). Conseqiientemente

a > sup{(z,s) = f(z)} = ["(s),

TER™?

e assim

hz)=(z,s) —a<(x,s)— f*(s).

Disto segue que, para cada x € R",

Flz) < sup{(z,s) — [*(s)} = [ (2), (I11.3.12)
sER™
donde, de (I11.3.11) e (IIL.3.12), concluimos que f** = F. O

Proposicao I11.3.35. Se f: R" — RU {+o0} € uma fun¢do conveza, entio f = f**.

Demonstracao. Primeiramente, observemos que f** < f. De fato, por definicao

[ (w) = sup{{w,y) — f*(y) :y € R"}.

Mas f*(y) = sup{({y,z) — f(z)} > (y,w) — f(w), para todo w € R™, o que implica
x€ER™

(w,y) = f(y) < (w,y) = (g, w) = f(w)) = f(w).
Portanto, f**(w) < f(w), para todo w € R". Agora, suponhamos por absurdo, que
exista zg € R"™ tal que f*™(z9) < f(x9). Isto implica a existéncia de o € R tal que
f*(x0) < a < f(xg). Sendo f convexa, existe uma funcao afim A minorando f definida
por h(z) = o — (s, — xg); isto é, h < f. Pelo Lema II.3.34 temos f** > h e do fato de

h(xo) = a vem que f**(xg) > h(zg) = a, 0 que é uma contradigao. Portanto f** = f. O



CAPITULO IV

Algoritmo de ponto proximal para

otimizacao em R"

IV.1 Introducao

O algoritmo de ponto prorimal é um método para minimizar uma fungao f: R® — R convexa,
nao necessariamente diferenciavel, que foi aplicado pela primeira vez em otimizacao convexa
por Martinet [6], entre os anos de 1970 e 1972. A terminologia ponto proxzimal é devida a
Rockafellar, conforme a referéncia [10].

O algoritmo de ponto proximal trata-se de um processo iterativo para minimizar uma
funcao convexa que, a partir de um ponto inicial zy € R", gera recursivamente uma seqiiéncia
de pontos {x;} C R™ que converge para o minimizador da fungado objetivo. Uma suposicao
usual para estabelecer a convergéncia do algoritmo é a existéncia de um minimo da funcao
objetivo; isto é, se existe =, € R" tal que f(z.) < f(x), para todo x € R™, entdo a seqiiéncia
{1} converge a este minimizador.

Um resultado importante obtido por Osman Giiller [2] e apresentado de maneira simples e
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unificada por Rafael Correa e Claude Lemaréchal [1], foi a retirada da suposigao de existéncia
de um minimo da funcao objetivo; ou seja, se a funcao nao possui minimizador, entao a
seqliéncia {xy} diverge.

Denotando por U* o conjunto dos minimizadores da funcao convexa f, nossa analise de
convergéncia do algoritmo baseia-se na Fejér convergéncia da seqiiéncia {z}} ao conjunto

nao vazio U*. No entanto, se U* é vazio, mostraremos que a seqiiéncia {x;} diverge.

IV.2 Algoritmo de ponto proximal

Seja f: R" — R uma func¢ao convexa. O algoritmo de ponto prorimal gera, para um ponto

de partida zo € R", a seqiiéncia {z;} C R™ pela iteracao
Tyl = arggelgrll{f(az)jt)\kﬂxk — 2|}, (IV.2.1)

onde {\;} é uma seqiiéncia de nimeros positivos.

Definindo
fe(@) := f(x) + Mellag — x|,

nossa primeira preocupacao é mostrar que o conjunto arg min{fx(z)} dos minimizadores
rER™

da fungdo fi possui um tnico elemento, pois s6 assim a férmula (IV.2.1) faz sentido. Em

seguida mostraremos que a seqiiéncia gerada pelo algoritmo converge para o minimizador da

funcao objetivo, caso exista algum.

IV.2.1 Boa definigcao

Para a boa defini¢ao da seqiiéncia {xy}, mostraremos que, para todo k > 0, a fungao

fi(@) = f(@) + Nelloe — 2
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possui um unico minimizador. Note que a funcao f; é uma regularizacao aproximada de
f, isto é, se fi possuir minimizador, temos a expectativa de que f; forneca algum tipo de
aproximacao ao problema de minimizar a funcao objetivo f.

Pela Proposicao II1.3.20, para todo &k > 0, dado x; € R", existe s, € R™ tal que

f(z) > f(xk) + (Sg,x — x1), e isto implica que
fo(x) = f() + Mellww — 2|® = flan) + sk, 2 — ) + Mellaw — 2 .

Dividindo por ||z — x|, obtemos

fel@) o flaw) T — T

> + (s
|z =zl — [Jo— 2] "l —

)+ Akl —
e passando ao limite, com ||z — || tendendo a +o00, vem que

fl@) L
lz—ai]|>+oo ||z — x|

Isto significa que fi é I-coerciva e, pelo Teorema II1.3.8, f possui pelo menos um mini-
mizador.

E facil ver que a funcao h(z) = \||zx — z||? é estritamente convexa. Juntando a isto o
resultado da Proposicao I11.3.3, temos que f; é uma funcao estritamente convexa e, portanto,
fr possui um dnico minimizador. Assim, a seqiiéncia {z} gerada pela iteragao (IV.2.1) esta
bem definida.

Seja z,1 o Unico minimizador de fx. Vale, pelos Teorema I11.3.22 e Teorema II1.3.26,
que

0 € Ofp(xrs1) = Of (Tpt1) + {2M(@hs1 — )},
o que equivale dizer

—2Ak($k+1 — l’k;) € 8f(l‘k;+1) .

Desta forma acabamos de demonstrar o seguinte resultado:
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Teorema IV.2.1. Seja f: R — R uma fun¢ao convera. A seqiéncia {xy} C R™ gerada

por (IV.2.1) estd bem definida e caracterizada pela relag¢ao

—2\ (karl — SL’k) € 8f(3:k+1) (IV22)

IV.2.2 Convergéncia

Na literatura, até ha pouco tempo, os resultados de convergéncia para o algoritmo de ponto
proximal eram obtidos somente para o caso da funcdo convexa possuir minimizador. A
demonstracao da convergéncia do algoritmo apresentada aqui, depende somente de alguns

conceitos de andlise no R" e dos lemas a seguir.

Seja U* o conjunto dos minimizadores da fungao convexa f e suponhamos que a seqiiéncia
de nimeros positivos {\} é tal que i S +00. Provaremos nesta secao que a seqiiencia
k=0 Ak
{z}} dada pela iteragao (IV.2.1) converge, se o conjunto U* é nao vazio, e diverge se
U* é vazio.
A Defini¢ao IV.2.2 e o proximo lema, sdo resultados gerais sobre a seqiiéncia, que inde-

pendem das caracteristicas da funcao.

Definicao IV.2.2. Uma seqiiéncia {x;} C R" é dita Fejér convergente ao conjunto U # (),
U CR" se

lv = gl < flu — ], (IV.2.3)

para todo k > 0 e todo u € U.

Lema IV.2.3. Se {x} € Fejér convergente ao conjunto ) # U C R, entao {xy} é
uma seqiéncia limitada. Se, além disso, um ponto de acumulagdo T da seqiéncia {z}

pertence a U, entao T = lim xy .
k—-+o00
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Demonstragao. Dado u € U, a desigualdade (IV.2.3) implica que ||u — x| < ||Ju — o],
para todo k. Deste modo a seqiiéncia {x;} é limitada. Agora sejam T € U um ponto de

acumulagao de {7y} e {7y, } uma subseqiiéncia de {x;} tal que lim w, =7. Como 7 € U,
j—+oo

segue de (IV.2.3) que a seqiiéncia de nimeros reais positivos {||zx — Z||} é mondtona nao-
crescente e possui uma subseqiiéncia, a saber {||z;, — Z||}, convergindo para zero. Entao a

seqiiéncia converge para zero, isto é, 0 = lim ||zy — T|| , o que significa lim z, =7. O
k—+o00 k—+o00

A hipdtese feita sobre a seqiiéncia {\;} é motivada pelo lema a seguir.

Lema IV.2.4. Seja f: R" — R uma fungdo convexa. Se a seqiiéncia {x} € gerada pelo

algoritmo (IV.2.1), entdo vale a desigualdade
Iz = 2 l* < llo — 2ull® = llawsr — @l + /\ik(f(ﬂf) — f(@r11)),
para todo x € R™.
Demonstracao. Seja z € R". Considere as igualdades
o = @ ]|* =2 — 2psr + wpsr — 2

=((z — mpy1) + (Th1 — 7), (0 — Tpy1) + (o1 — 1))

=z — 2 ll* = 2@k — Tppr, T — Tagr) + pn — ]
Isto implica que

2 = zea|® = llo = 2pl® = lower — 2l + 2(@n — 2pg0, @ — 2p41) - (IV.2.4)
Pelo Teorema IV.2.1,
20 (2 — wpy1) € Of (Tpar)-

Da defini¢ao de 0f(x+1) temos

f(@) > (i) + (2M(Th — Thy1), @ — Tppa)

= f(Try1) + 20Tk — Tpg1, T — Tpgr ),
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e isto implica que

1
)\_k<f(37) — [(@rr1)) 2 2(@p — Tps1, T — Tper ) (IV.2.5)
Substituindo (IV.2.5) em (IV.2.4) temos
1
lz = 2 l* < llo — 2all® = llowss — @l + 3, @) = flane)), (IV.2.6)
que é o resultado desejado. O

Corolario IV.2.5. Se {z}} € a seqiéncia gerada por (IV.2.1), entdo vale a desigualdade

1

lo — 2 l]® < llo — 2l* + )\—k(f(ﬂf) — f(@r41)), (IV.2.7)

para todo x € R™.
Demonstracgao. Segue do Lema IV.2.4. O

Demonstraremos a seguir o principal resultado deste capitulo: a convergéncia do algo-

ritmo de ponto proximal.

Teorema IV.2.6. Sejam f: R" — R uma funcdo convexa e {xy} a seqiéncia gerada por
> 1
(IV.2.1). Se a seqiéncia {\} € tal que ) "
k=0 Ak

f« = inf f(x). Se, além disso, o conjunto U* dos minimizadores de f € ndo vazio, entao
xER™

= 400, entao klim f(zx) = f, onde
— 400

lim z, =x,, comx, € U*.
k—+o00

Demonstracao. Seja U* o conjunto dos minimizadores da fungao convexa f. Se x € U*,
para algum k£ > 0, pela iteracao do algoritmo obtemos zp = xpy1 = Tryo = ... e dal
f(z) = f« e ndo hd mais nada a fazer. Agora suponhamos que xy ¢ U*, para todo k. Substi-
tuindo = por z; em (IV.2.6) concluimos que a seqiiéncia {f(zy)} é estritamente decrescente.
Devemos provar que kETOO f(zx) = fi.Suponhamos entao, por absurdo, que kEIqPoo f(zx) > fe

Entao existe x € R" e 6 > 0 tal que

f(z) < f(x) =, (IV.2.8)
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para todo k > 0. Substituindo a desigualdade (??) na inequagao (??), temos

o
|z =zl < o = 2ll® =
k

para todo k. Mas isto implica que

= Sz —all® = e — zeal?,

Ak

para todo k > 0. Somando termo a termo

‘11
> < ke — ol — e — zy0a?)
k=0 ¥
1
< Tl ]2
< 5l = 2ol
para todo j, o que contraria ) o= +o00. Logo klim f(zr) = fo. Se, além disso,
k=0 Nk —too

U* # (), tome T € U*. Deste modo f(Z) < f(xy), para todo k. Substituindo z por T
em (IV.2.7) obtemos ||ZT — zx41]]* < ||T — z1||?, para todo k, e assim a seqiiéncia {x;} é Fejér
convergente a U*. Logo, pelo Lema IV.2.3, {z;} ¢ limitada. Seja {74} uma subseqiiéncia

convergente de {zy}, digamos lim zj. = x.. Da primeira parte lim f(zy,) = fi e, sendo
jotoo j—+00 !

f continua, f(x.) = f., 0 que implica x, € U*. Portanto, novamente do Lema IV.2.3,
concluimos que a seqiiéncia {zy} converge a x,, isto é, lim xz; = x, . O
k—+00

IV.3 Observacoes finais

Vimos neste capitulo que a seqiiéncia gerada pela iteracao do método de ponto proximal
¢é unicamente determinada. Na andlise de convergéncia do método mostramos que o limite
dos valores funcionais de f(zy) tende ao infimo da funcdo f quando & — +oo. Caso este
infimo seja —oo, ou nao seja atingido, a seqiiéncia {xy} diverge, senao a seqiiéncia é Fejér

convergente ao conjunto nao vazio U* dos minimizadores da funcao convexa f.
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CAPITULO V

Operadores Mond6tonos Maximais

V.1 Introducao

Encontrar singularidades de operadores é um problema classico em equacoes diferenciais. Um
importante resultado devido a Rockafellar [11] que estudaremos no Captulo VI, é utilizar
o algoritmo de ponto proximal para determinar zeros de um operador monétono maximal
arbitrario. No Capitulo III verificamos que um ponto z, € R"™ é um minimizador de uma
fungao convexa f: R™ — R se, e somente se, 0 € df(z,). Sendo df um operador mondtono
maximal, como serd visto a seguir, o problema de descobrir suas singularidades generaliza,

em um certo sentido, o problema de minimizar funcoes convexas.

Neste capitulo introduziremos o conceito de operadores mondétonos em R”™, operadores
mondtonos ponto-conjunto e operadores mondtonos maximais (veja Iusem [4] e Ortega-
Rheinboldt [9]). Encerraremos o capitulo provando a maximalidade do subdiferencial de
uma funcao convexa. No préximo capitulo estudaremos o algoritmo de ponto proximal para

operadores monotonos maximais arbitrarios.

47
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V.2 Operadores Mondétonos continuos

Nesta secao, veremos que o conceito de convexidade estd relacionado com o conceito de
monotonicidade, isto é, uma funcao diferenciavel é convexa se, e somente se, o seu gradiente
é mondtono. Este fato nos fornece uma classe de exemplos de operadores mondtonos, a
saber, aqueles que sao gradientes de fungoes convexas. Naturalmente surge a pergunta:
todo operador mondtono é gradiente de uma fungao convexa? Daremos um exemplo de
operadores monotonos que nao sao gradientes de fungoes convexas utilizando um “critério”
conhecido para determinar convexidade de uma funcao: verificando se a hessiana é uma

matriz simétrica, para todo x € R".
Definicao V.2.1. Dizemos que o operador T: R" — R" é mondtono se
(T'(z) =T(y),x—y) =0, (V.2.1)

para todos =z e y € R™. Dizemos ainda que T' é estritamente mondtono se a desigualdade

(V.2.1) é estrita.

Proposicao V.2.2. Seja f: R" — R uma funcao diferencidvel. f € convexa se, e somente

se, Vf: R* — R" é mondtono.
Demonstracao. Suponha f convexa. Dados x e y € R" vale, pelo Teorema I11.3.21,
@)= f)+ (Vi) z—y) e fly) = fla) +{Vf(z),y—x)),

que é equivalente, respectivamente, a

(=Vfy),r—y)>fly)— flx) e (Vf(x),z—y)=> flz)— fly)

Somando-se os lados correspondentes das desigualdades acima obtemos

(Vf(x) =V f(y),r—y)>0.
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Portanto, V f é mon6tono. Reciprocamente, suponha V f monétono. Pela inequagao (V.2.1),

vale: (Vf(x),x —y) > (Vf(y),x —y). Recorrendo ao Teorema do Valor Médio:

fly) = f(x) =(V[f(€),y — ),

para todo z,y € R" e algum & € (z,y). Assim, existe a € (0, 1), tal que:

Ty = (V.6 )

> (V)@)€ —a) = (V@) y ).

Novamente, pelo Teorema I11.3.21, f é convexa se, e somente se, f(y) > f(z)+(Vf(z),y—x),

para todo x,y € R". Assim, concluimos o que desejavamos. O
Exemplo V.2.3. Seja A € M, «, uma matriz anti-simétrica e considere o operador

T:R"—R"

z— T(z) = Ax.
Dados =,y € R,

(T(x) =T(y),z—y)=(Alx —y),z—y) = (z—y, A(z —y))
=(r—y,—Alx —y)) = —(Alx —y),z —y)
=—(T(x) = T(y), > —y),

o que implica (T'(z) — T'(y),z —y) = 0. Portanto, 7' é monétono. Observemos que
T(x) = Ax nao pode ser gradiente de nenhuma funcdo, pois sendo deveria existir uma
fungao f, duas vezes diferencidvel, tal que Vf(z) = Az = T(x) e V2f(z) = A, o que é um

absurdo, pois a hessiana V2 f(x) é simétrica, ao passo que A ¢é anti-simétrica.
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V.3 Operadores monétonos ponto-conjunto

Neste momento, consideremos um operador 7' que associa, para cada x € R"™, um subconjunto
de R™. Chamaremos este operador com contradominio no conjunto das partes de R", P(R™),
de operador ponto-conjunto. Definiremos nesta se¢ao os operadores mondétono maximais, que
sao multifuncoes estudadas extensivamente por causa de seu importante papel em andlise
convexa e em equacoes diferenciais. Mostraremos no final da secao que o subdiferencial de
uma funcao convexa é um operador monétono maximal.

Seja f: R™ — R convexa, nao necessariamente diferenciavel. Dados x,y € R", tomemos

&,n € R tais que £ € Of(x) en € df(y) e

fl) > fy)+{nx—y)=(—nz—-y)> fly) — f(z),
f) > f@)+(§y—x) = ({2 —y) > f(z) — fy).

Somando termo a termo as desigualdades a direita obtemos
(§—nx—y)>0. (V.3.1)

Como Jf: R* — P(R") associa para cada z ndo exatamente um vetor, mas um sub-
. n ~ .
conjunto de R", estenderemos a nocao de operador monétono ponto-ponto para operador

mondtono ponto-conjunto.

Definigao V.3.1. T: R" — P(R") é mondtono se
0<{(z—y,u—v),

para todox €e R", y e R", u € T'(x) e v € T(y).

Observagao V.3.2. Segue de (V.3.1) que, se f é convexa, entao df é mondtono.
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Assim para operadores nao gradientes, monotonicidade pode ser considerada como uma

generalizacao natural de convexidade.

Definigao V.3.3. T: R" — P(R") é mondtono mazimal se,
(7) T é mondtono;

(77) Para todo 7" mondtono tal que T'(xz) C T"(x) para todo x, vale que T =T".

Geometricamente, a definicao acima diz que, se um operador 1" ¢ mondtono, e se o seu
grafico G(T) = {(z,w) € R x R" : w € T(z)} nao estd contido propriamente no grafico de

nenhum outro operador monétono 7": R™ — P(R™), entdo T' é mondtono maximal.

No préximo capitulo exibiremos o algoritmo de ponto proximal para operadores monotonos
maximais arbitrarios. Basicamente, este algoritmo resolve o problema de encontrar singu-
laridades deste tipo de operador. Sendo df mondtono para toda funcao convexa f, dese-
jamos verificar a sua maximalidade, pois desta forma estaremos generalizando o problema
de minimizar fungoes convexas. No intuito de demonstrar a maximalidade do operador O f

provaremos o Lema V.3.4.

Sejam f: R™ — R uma funcao convexa e zy € R". Defina a fun¢ao

F:R"—= R

x — F(z) :f(x)+%||x—x0||2. (V.3.2)

Ja mostramos, no Capitulo IV, que F' possui um unico minimizador. Introduzindo uma

notacao mais adequada, definimos:

) 1
prox (7o) := argfénn{f(a:) + 5”1’ — z0%}.
reR™
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Lema V.3.4. Sejam f: R™ — R uma funcao convexa e x, y, z € R™. As sequintes condi¢oes

sao equivalentes:
(1) z=z+y e flx)+ [ (y) = (z,y);
(i1) © = prox;(z) ey = prox,.(z).

Demonstragao. Faremos algumas consideracoes preliminares antes de provarmos as

equivaléncias. Defina h: R" — R por:
1
() = 5 lu — 2|

Logo, F' = f + h. Fazendo x = prox,(z), temos que x é um minimizador da fungao F' se, e
somente se, 0 € JF(x), que é equivalente a 0 € (0f(x) + 0h(z)). Mas Vh(u) = u — z, e isto
implica

r = prox;(z) < 0 € (0f (v) + {x — 2}), (V.3.3)
ou seja, existe y € df () tal que z = = + y. Analogamente, podemos mostrar que

Y = prox,.(2). (V.3.4)

Isto é, existe x € df*(y) tal que z = = + y. O Teorema II1.3.31 e a Proposigao 111.3.35
implicam

y€df(x) & flx)+ [ (y) =(z,y) o xedf(y). (V.3.5)

(1) = (di) Por hipétese z = x4y e f(z)+ f*(y) = (z,y). Entdo, da equagao (V.3.5) obtemos

y€df(r) e x € df(y).
Combinando estes resultados com (i), (V.3.3) e (V.3.4) obtemos

T = prox;(z) e y = prox;.(2).
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(i) <= (ii) Seja x = prox;(z). Da equagao (V.3.3) obtemos a existéncia de um yo € df(v)
tal que z = = + yo. Observemos que a equagao (V.3.5) implica
z € 0f (yo) e f(x)+ f"(yo) = (. 50)-

Combinando esses resultados com (V.3.4) obtemos gy = prox.(z) = y. Daf segue que

z=z+y e fl2)+ [ (y) = (zy) O
Teorema V.3.5. Se f: R" — R € conveza entio Of : R" — P(R"™) é mondétono mazximal.

Demonstragao. Pela Observagao V.3.2, df é monétono. Provemos que 0f é maximal,
para todo x € R". Suponha que exista um operador T'(z) tal que df(z) C T(z), para todo
x € R". Mostremos que se y € T'(z), entdao y € df(x). Sejam xg,yo € R™, com yo € T(zo).
Se y € T'(x), entao

(x —xo,y —y0) >0, (V.3.6)

para todo x,y € R™ com y € df(x), pois T'" é monétono. Tome x; = prox;(zo + yo) e

Y1 = proxX . (ro + o). O Lema V.3.4 e o Teorema II1.3.31 implicam
xo+yo=mx1+y e y1 €0f(xy) CT(xq). (V.3.7)
Fazendo x = z1 e y = y; em (V.3.6) obtemos, de (V.3.7), que
0 < (51— yo, 21 — o) = (o — 21,21 — 20) = —[lzo — 1.

Conseqilientemente zo = 1 € yg = y1 € Of(r1) = 0f(xg). Assim, concluimos que Jf é

mondtono maximal. O
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CAPITULO VI

O algoritmo para operadores

monotonos maximais

VI.1 Introducao

O algoritmo de ponto proximal é fundamental para resolver o problema de encontrar x € R”
tal que 0 € T'(z), onde T' é um operador mondtono maximal. O algoritmo é baseado no
fato (veja Minty [7]) de que para cada z € R™ e ¢ > 0, existe um unico u € R™ tal que

z —u € ¢T'(u), ou, em outras palavras,
z€ (I +cl)(u). (VL.1.1)

Neste capitulo generalizaremos o algoritmo de ponto proximal apresentado no Capitulo
IV. Mostraremos que a seqiiéncia {x;} C R" gerada pela iteracdo obtida para o caso de
operador monétono maximal estd bem definida e que, se existir T € R” tal que 0 € T(7),

entao a seqiiéncia {xy} convergird para uma singularidade do operador T

95
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V1.2 O algoritmo

Nesta secao obteremos a iteracao que define o método de ponto proximal para operadores

mondtonos maximais. Para tanto definiremos a inversa de um operador ponto-conjunto.

Definigao VI.2.1. Seja T': R" — P(R"). Definimos a inversa de T' como

TR — P(R")

z— T (2),
onde y € T~!(x) se, e somente se, v € T(y).

No Capitulo IV vimos que, dada uma funcao convexa f, o algoritmo de ponto proximal
para minimizagdo em R" gera, para um ponto inicial zo € R™, uma seqiiéncia {z}} pela

iteracao xpyq 1= arg mﬁn{f(:c) + Millze — z|)?}, o que implicava
zeR?
0 € 0f (zi41) + {2Mk(T1 — i) } & 2A(2g — Ths1) € Of (Tpt1)-

Disto e de (VI.1.1) temos que
1

e[

Of ) (xks1)-

A partir desta relacdo de pertinéncia definimos o algoritmo de ponto proximal para en-
contrar os zeros de um operador mondtono maximal arbitrario 7: R" — P(R"™) da seguinte

forma:

Para um ponto inicial o € R™ e {\;} uma seqiiéncia de nimeros reais tais que Ay > 0, para

todo k, a iteracao de ponto proximal

1
Tp41 € (I+ —T)il(l‘k) (VIQI)
2Ag

gera a seqiiéncia {zy} C R", que define o algoritmo.
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VI1.2.1 Boa definicao

A boa definicao do algoritmo esta fundamentada no Teorema de Minty, enunciado como
Teorema VI1.2.4, cuja demonstracao serda omitida e pode ser encontrada em Minty [7]. As

defini¢oes a seguir serao introduzidas por fazerem parte das hipoteses do Teorema de Minty.

Definigao VI1.2.2. Seja 7': R" — P(R").
(1) Dizemos que T' é sobrejetivo se, para todo y € R", existe x € R" tal que y € T'(z).

(i1) Dizemos que T é injetivo se, para todos z, y € R", x # y, implica T'(x) N T(y) = 0.
Definicao VI.2.3. Dizemos que P: R® — R” é firmemente nao-expansivo se

1P(z) = P(y)I* < llz = ylI* = [I(z = y) = (P(z) = P)]I*,
para todos x e y em R".

Teorema VI.2.4. (Teorema de Minty) Se T: R" — P(R") é um operador mondtono
mazimal e p > 0, entio I + uT ¢é injetivo e sobrejetivo e (I + puT)~' € firmemente ndo

eTpansivo.

Em particular, o Teorema de Minty é um teorema de existéncia: se 7' é um operador

mondtono maximal, entdo a sentenga y € T'(z) tem solugao para todo x.
Proposicao VI.2.5. A seqiiéncia {x} gerada pelo algoritmo (V1.2.1) estd bem definida.

Demonstracao. Do Teorema de Minty, 1" é sobrejetivo e, para todo k, existe z;.1 € R” tal

que

1
Tkl € ([—|— —T)71<I‘k) ]
2Xp
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VI1.2.2 Convergéncia

A convergencia do algoritmo de ponto proximal para operadores mondétonos maximais ar-
bitrarios, tal como no artigo de Rockafellar [11], deve-se a suposi¢ao inicial da existéncia
de um T € R" tal que 0 € T(Z). Na demonstragdo do teorema da convergéncia usamos o
resultado do Lema VI.2.6 que supoe existirem seqiiéncias yy e zp tais que yx € T'(2x), onde

T é mondtono maximal.

Lema VI.2.6. Se klim Y = T, klim 2z = Z, T € mondtono maximal e yy € T(z), entao
——+00 ——+00

yeT(z).
Demonstracgao. Defina 7" como

T(z), se z#£7Z
= 176 +

T(Z)U{y}, sez=2
Queremos mostrar que 7" é mondétono. Para isso devemos checar
(y—vy',z—2") >0, (VI1.2.2)

para todo z e 2/ € R" e para todo y € T'(z) e y/ € T'('). Como T é mondtono basta

verificar (V1.2.2) apenas para y' =7 e 2/ = Z. Pela monotonicidade de 7', para todo k:

(?/_yk>2’—2k> 207

para todo z e para todo y € T(z). Usando o fato que yp — ¥ e 2z, — Z implicam
(y —7y,z—2) > 0, temos que 7" é monétono. Como T'(x) C T'(x) para todo = e T é
mondtono maximal, concluimos que 7' = T" e em particular T'(Z) = T"(z) = T(z) U {3y}, isto

é,yeT(Z). O
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Teorema VI.2.7. Se T: R* — P(R™) é mondtono mazimal e existe T tal que 0 € T(T),
entio a seqiéncia {x} definida em (VI.2.1), com 0 < A\, < X, converge para um vetor .,

tal que 0 € T'(x,).

Demonstragao. Tome T € R” tal que 0 € T'(Z). Temos

2k — Z)* =((zx — Tpp1) + (@hs1 — T), (@ — Tpg1) + (Tp41 — T))

=llze — 2o ||? + 2(@k — T, Tpgr — T) + JTosr — T,

o que implica que

_ _ 1 _
21 = Z° = [log =TI = llow — 2] — 2k (@ = Ter), Te — 7). (VI23)
k

Por hipdtese 0 € T(Z) e, pelo Teorema IV.2.1, 2\ (zy — x441) € T(xky1). Sendo T
mondtono temos que

(2Ap(zp — 2pg1) — 0,241 —T) 2> 0,

donde obtemos

0 < lzger = ZI° < [l = ZI° = [k — zaia 1) (VI.2.4)

para todo & > 0. Desta desigualdade resulta que a seqiiéncia {||zx — Z||} é mondtona

decrescente e limitada, portanto convergente. Também vale
ok = @pal® < llow = 217 = o — 7%,

para todo k. Passando ao limite quando k — 400, obtemos kETOO (g — xp41) = 0.

Da equagao (VI.2.4) também resulta que a seqiiéncia {x;} é Fejér convergente ao conjunto
O*={2z€R":0€T(z)}. Assim, pelo Lema IV.2.3, {z;} ¢ limitada. Seja z, um ponto de
acumulagao de {z} e {z;, } uma subseqiiéncia de {z;} tal que kETw xj, = T, , e vale que

klim (xj, —xj,41) = 0. Pela iteragao do algoritmo definido em (VI.2.1), temos que
— 400

2)\jk ('Tjk - xjk+1) € T<xjk+1)'
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Como, por hipdtese, 0 < A, < A, segue que kkrfoo (2Xj, (zj, — xj,+1) = 0. Sendo T" maximal,
do Lema VI.2.6, com vy, = 2\, (zj, — Tj41), ¥ =0, 2z = xj,4:1 € Z = x, vem que
0 € T(x,), o que significa dizer que z, € O*. Pela Fejér convergéncia da seqiiéncia {x} ao
conjunto O* segue, do Lema IV.2.3, que

lim x, = x.. O
k—+o00

VI1.2.3 Observacoes finais

Para a convergéncia do algoritmo de ponto proximal no caso de operadores monoétonos
maximais, foi essencial a suposi¢do da existéncia de um T € R” tal que 0 € T(Z). Ape-
sar da determinacao das singularidades de um operador monétono maximal generalizar o
problema de minimizacao de fungoes convexas, pois o operador df é mondtono maximal,
na analise de convergéencia feita neste capitulo foi essencial a hipétese de que o conjunto
dos minimizadores U* da funcao objetivo fosse nao vazio, o que nao ocorreu na analise de
convergencia feita no Capitulo IV.

Esta dissertagao ¢ um estudo introdutorio do algoritmo de ponto proximal para otimizacao
convexa. Mas por tratar-se de um tema muito atual ele serd de grande valor para estudar

outras variantes do algoritmo, como é feito, por exemplo, em [4].
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